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dır. ∀α, β ∈ R ic.in |αβ| ≤ 1
2
(α2 + β2) es.itsizlig̃i sag̃landıg̃ından ∀n ∈ N

ic.in
∣

∣

∣

∣

1

n
an(f ′)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
(a2

n
(f ′) +

1

n2
),

∣

∣

∣

∣

1

n
bn(f ′)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
(b2

n
(f ′) +

1

n2
)

yazılır.Buna göre, ( 9.88) ve ( 9.89) den ∀x ∈ [−π, π] ic.in

|an(f) cos nx + bn(f) sin nx| ≤ |an(f)| + |bn(x)|

≤ 1

n
|bn(f ′)| + 1

n
|an(f ′)|

≤ 1

n2
+

1

2
(a2

n
(f ′) + b2

n
(f ′))

oldug̃u elde edilir. f ′(x) fonksiyonu [−π, π] aralıg̃ında parc.alı sürekli ol

dug̃undan (9.87) Bessel es.itsizlig̃ine göre

∞
∑

n=1

[a2
n
(f ′) + b2

n
(f ′)] ≤ 1

π

π
∫

−π

[f ′(x)]2 dx

dir. Buradan,
∞
∑

n=1

[a2
n
(f ′) + b2

n
(f ′)] serisinin yakınsak oldug̃u anlas.ılır.

Demek ki, f nin

a0(f)

2
+

∞
∑

n=1

an(f) cos nx + bn(f) sin nx (9.90)

Fourier serisi yakınsak
∞
∑

n=1

[ 1
n2 + 1

2
(a2

n
(f ′) + b2

n
(f ′))] serisi ile majorant-

lanabilir. Bu nedenle, Weierstrass testi gereg̃ince (9.90) serisi [−π, π]

aralıg̃ında f(x) fonksiyonuna mutlak ve düzgün yakınsaktır. ¦

9.8 Ek Problemler

(41) As.ag̃ıda genel terimleri verilen (fn) fonksiyon dizilerinin yakınsaklık

bölgelerini ve limitlerini bulunuz.



1182 Fonksiyon Diziler ve Seriler

(a) fn(x) = x
n

1+xn
;̇ (b) fn(x) =

√
nxe−n

2−x
2

;

(c) fn(x) = n

√
xn + x2n + 1 ;̇ (d) fn(x) = cos π(

√
4n2 + nx) ;

(e) fn(x) = sin(2π
√

n2 + n

2
+ x2) ;̇ (f) fn(x) = ( 2

π
arctan x)2n−1 ;

(g) fn(x) = nxe−nx
2

;̇ (h) fn(x) = cos x

2
. cos x

4
· · · cos x

2n
;

(i) fn(x) = x
n+1

(n+1)!
+ x

n+2

(n+2)!
+ · · · + x

2n

(2n)!

Cevap: (a) E = R\{−1}, f(x) =











0, | x |< 1 ise,
1
2
, x = 1 ise,

1, | x |> 1 ise;

(b) E = [0, +∞), f(x) ≡ 0 ;

(c) E = R, f(x) =

{

1, | x |≤ 1 ise,

x2, | x |> 1 ise;

(d) E = R, f(x) = cos πx

4
;

(e) E = R, f(x) = 1 ; (f) E = R, f(x) =











e−
4

πx , x < 0 ise,

−e
1

πx , x < 0 ise,

0, x = 0 ise;

(g) E = R, f(x) ≡ 0 ; (h) E = R, f(x) =

{

sin x

x
, x 6= 0 ise,

1, x = 0 ise;

(i) E = R, f(x) = 0 .

(42) As.ag̃ıda genel terimleri verilen (fn) dizilerinin kars.ılarında yazılı aralıklarda

yakınsaklıg̃ını inceleyiniz.

(a) fn(x) = xn − xn+1, E = (1, 2] ;

(b) fn(x) = 1
x2+nx+1

, E = [0, 1] ;

(c) fn(x) = xn − x2n, E = [0, 1] ;

(d) fn(x) = 2n
2
x

1+nαx2 , E = R ;

(e) fn(x) = sin x

n
, E = [−a, a] (a > 0) ;

(f) fn(x) = x

n2 ln x

n2 , E = (0, 1) ;

(g) fn(x) = n ln(1 + 1
nx

), E = (2, +∞) ;

(h) fn(x) = nx+n
2+x

2

n2+x2 , E = (0, 1] ;



Ek Problemler 1183

(i) fn(x) = n

√
x sin x, E = [0, π

2
] ;

(j) fn(x) = sin(n2e−nx), E = (0, +∞) ;

(k) fn(x) = ln(x4 + 1
n
), E = (a, +∞) (a > 0) ;

(l) fn(x) = xe−n
2
x ln3 n, E = [0, +∞) ;

(m) fn(x) = sin2(
√

1 + nx2 −√
nx), E = (1, +∞] ;

(n) fn(x) = arcsin 2x
n

1+2xn
, E = [0, 1] ;

(o) fn(x) = xn, E = (0, 1
2
) ∪ {1} ;

(p) fn(x) = x2n − xn, E = {1
2
, 1

3
} ;

Cevap: (a) ıraksak ; (b) noktasal yakınsak ; (c) noktasal

yakınsak ; (d) α ≤ 2 ic.in R\{0} üzerinde noktasal yakınsak, α > 2

ic.in düzgün yakınsak ; (e) düzgün yakınsak ; (f) düzgün yakınsak

; (g) düzgün yakınsak ; (h) düzgün yakınsak ; (i) noktasal

yakınsak ; (j) noktasal yakınsak ; (k) düzgün yakınsak ;

(l) düzgün yakınsak ; (m) düzgün yakınsak ; (n) noktasal

yakınsak ; (o) düzgün yakınsak ; (p) düzgün yakınsak ;

(43) As.ag̃ıda genel terimleri verilen fn dizilerinin kars.ılarında yazılı aralıklarda

düzgün yakınsak olmadıklarını gösteriniz.

(a) fn(x) = n

√
cosn x + sinn x, E = [0, π

2
] ;

(b) fn(x) = sin2n x + 1
n2 , E = [0, π] ;

(c) fn(x) = arctan 3nx − arctan 2nx, E = (0, 1) ;

(d) fn(x) = n2(1 − x)xn−1, E = [0, 1] ;

(e) fn(x) = 1 − (1 − x2)n, E = [−
√

2,
√

2] ;

(f) fn(x) = n( x
3√n

− arctan x
3√n

), E = (1, +∞) ;

(g) fn(x) = n2(cos hxn − 1
1+xn

), E = [0, 1) ;

(h) fn(x) = nxe−n|x|, E = [−2,−1] ∪ [0, 1].
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(44) As.ag̃ıda genel terimleri verilen (fn) dizilerinin kars.ılarında yazılı aralıklarda

yakınsak veya düzgün yakınsak oldug̃unu inceleyiniz ve

lim
n→∞

b
∫

a

fn(x) dx =

b
∫

a

[ lim
n→∞

fn(x)] dx

es.itlig̃inin dog̃ru olup olmadıg̃ını aras.tırınız.

(a) fn(x) = xn, [a, b] = [0, 1] ;

(b) fn(x) = nαxe−nx, α > 0, [a, b] = [0, 1] ;

(c) fn(x) = nxαe−nx, α > 0, [a, b] = [0, 1] ;

(d) fn(x) =
√

n sin x cos2n x, [a, b] = [0, π

2
] ;

(e) fn(x) = nx

1+n2x2 , [a, b] = [0, 1] .

Cevap: (a) noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, evet ;

(b) α ≥ 1 ic.in noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, hayır,

−1 ≤ α ≤ 1 ic.in noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, evet,

α < −1 ic.in düzgün yakınsak, evet; (c) α > 1 ic.in düzgün yakınsak,

evet, 0 < α ≤ 1 ic.in noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, evet;

(d) noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, evet;

(e) noktasal yakınsak, düzgün yakınsak deg̃il, evet.

(45) As.ag̃ıda genel terimleri verilen (fn) dizilerinin kars.ılarında yazılı aralıklarda;

1. yakınsak,

2. (f ′
n
) dizilerinin düzgün yakınsak oldug̃unu gösteriniz ve

3.
(

lim
n→∞

fn(x)
)′

x=x0

= lim
n→∞

f ′
n
(x0), x0 ∈ E es.itlig̃inin dog̃ru olup ol-

madıg̃ını aras.tırınız.

(a) fn(x) = 1
n

arctan xn, E = [0, 1], x0 = 1 ;

(b) fn(x) = x2 + 1
n

sin n(x + π

2
), E = R, x0 ∈ E ;

(c) fn(x) = x

1+nx2 , E = R, x0 ∈ E ;

(d) fn(x) = e−n
2
x
2
, E = [−1, 2], x0 = 1 ;
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Cevap: (a) 2) düzgün yakınsak,3) hayır; (b) 2) düzgün yakınsak, 3)

hayır; (c) 2)düzgün yakınsak,

3) her x0 ∈ E\{0} ic.in evet; (d) 1) noktasal yakınsak,

2) düzgün yakınsak deg̃il, 3) evet.

(46) As.ag̃ıdaki serilerin kos.ullu ve mutlak yakınsaklık bölgelerini bulunuz.

(a)
∞
∑

n=1

(−1)n

en sin x
; (b)

∞
∑

n=1

1
(ln x)n

; (c)
∞
∑

n=1

3n sinn
x

n(n+2)
;

(d)
∞
∑

n=1

cosn x ; (e)
∞
∑

n=1

(−1)n

n3x−2 ; (f)
∞
∑

n=1

(−1)n

x4+n
;

(g)
∞
∑

n=1

(−1)n

ncos x
; (h)

∞
∑

n=1

2nx

nx
; (i)

∞
∑

n=1

(−1)n

3√
x+n

;

(j)
∞
∑

n=1

(−1)n
x
2n

n+x2n
; (k)

∞
∑

n=1

sin nπx ; (l)
∞
∑

n=1

cos nx

5
√

n4+|x|
;

(m)
∞
∑

n=1

cos nx

n lnx(n+1)
; (n)

∞
∑

n=1

cos nx

3n
(2 + (−1)n)n ; (o)

∞
∑

n=1

n sin nx

n2x2+1
;

(p)
∞
∑

n=2

(−1)n
x

n

n+sin x
; (q)

∞
∑

n=1

(−1)n+1 cos nx√
n ln2(n+1)

; (r)
∞
∑

n=1

cos [[ x ]]
nx

n
x

4
.

Cevap:

(a)
⋃

n∈Z

(2nπ, (2n + 1)π) üzerinde mutlak yakınsak;

(b) (0, 1
e
) ∪ (e, +∞)) üzerinde mutlak yakınsak;

(c)
⋃

n∈Z

(− arcsin 1
3

+ nπ, arcsin 1
3

+ nπ) üzerinde mutlak yakınsak;

(d)
⋃

n∈Z

(π

3
+ nπ, 2π

3
+ nπ) üzerinde mutlak yakınsak;

(e) (1, +∞) üzerinde mutlak yakınsak; (2
3
, 1] üzerinde kos.ullu yakınsak;

(f) R üzerinde kos.ullu yakınsak;

(g)
⋃

n∈Z

(−π

2
+ 2nπ, π

2
+ 2nπ) üzerinde kos.ullu yakınsak;

(h) (−∞, 0) üzerinde mutlak yakınsak;

(i) R\{−n : n ∈ N} üzerinde kos.ullu yakınsak;

(j) [−1, 1] üzerinde kos.ullu yakınsak;



1186 Fonksiyon Diziler ve Seriler

(k) Z üzerinde kos.ullu yakınsak;

(l) R\{2nπ : n ∈ Z} üzerinde kos.ullu yakınsak;

(m) (1, +∞) üzerinde mutlak yakınsak, (−∞, 1]\{2nπ : n ∈ Z} üzerinde

kos.ullu yakınsak;

(n) R üzerinde ıraksak ;

(o) {nπ : n ∈ Z} üzerinde mutlak yakınsak, R\{nπ : n ∈ Z} üzerinde

kos.ullu yakınsak;

(p) (−1, 1) üzerinde mutlak yakınsak, x = 1 ic.in kos.ullu yakınsak;

(q) R\{(2n + 1)π : n ∈ Z} üzerinde kos.ullu yakınsak;

(r) (4, +∞) üzerinde mutlak yakınsak, [1, 2) ∪ [3, 4) üzerinde kos.ullu

yakınsak.

(47) Weierstrass testinden yararlanarak as.ag̃ıdaki serilerin kars.ılarında yazılı

aralıklarda düzgün yakınsak olduklarını gösteriniz.

(a)
∞
∑

n=1

1
(n+x)2

, E = [0, +∞); (b)
∞
∑

n=1

arctan nx

x4+n 3√n
, E = R;

(c)
∞
∑

n=1

e−
√

nx, E = [1, +∞); (d)
∞
∑

n=1

(3x)n

n
√

n+x
, E = [0, 1

3
];

(e)
∞
∑

n=1

(n+2)3(2x)2n

x2+3n+4
, E = [−1

4
, 1

4
]; (f)

∞
∑

n=1

cos nx sin 1
nx

4+ln2
nx

, E = [2, +∞);

(g)
∞
∑

n=1

nx

1+n5x2 , E = R; (h)
∞
∑

n=1

arctan x

x2+n2 , E = R;

(i)
∞
∑

n=1

n
2

n+1
x
2 sin x

1+n5x4 , E = R; (j)
∞
∑

n=1

cos nx sin x

n

x2+ln3(n+1)
, E = R;

(48) As.ag̃ıdaki serilerin kars.ılarında yazılı aralıklarda yakınsaklık karakterini

inceleyiniz.

(a)
∞
∑

n=1

sin(π

2
xn), E1 = (0, a) (0 < a < 1), E2 = (0, 1);

(b)
∞
∑

n=1

arctan x

n2 , E1 = [0, a] (a > 0), E2 = [0, +∞);
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(c)
∞
∑

n=1

e−n(x2+2 sin x), E1 = (0, 1) , E2 = [1, +∞);

(d)
∞
∑

n=1

1√
1+n3x

, E1 = (0, 1] , E2 = (1, +∞);

(e)
∞
∑

n=1

arctan( 1
nx

) cos nx

4+ln2 2nx
, E1 = (0, 1) , E2 = (1, +∞);

(f)
∞
∑

n=1

2n tan 1
3nx+1

, E1 = (0, a) , E2 = (a, +∞) (a > 0);

(g)
∞
∑

n=1

√

n

x
sin x

4n2 , E1 = (0, a) , E2 = (a, +∞)(a > 0);

(h)
∞
∑

n=1

x√
n
e−x

2
n, E1 = (a, +∞) (a > 0), E2 = (0, +∞);

(i)
∞
∑

n=1

e−x
2
n

6
sin(n3x), E1 = (0, +∞), E2 = (a, +∞)(a > 0);

(j)
∞
∑

n=1

x
n

n2+3n
sin( x

2n
), E1 = [−5, 5] , E2 = (−6, 6);

(k)
∞
∑

n=1

n

1+n2x2 tan
√

x

n
, E1 = [0, 1

2
] , E2 = [1

2
, 1];

(l)
∞
∑

n=1

1
n3 ln( n

(n+x)
)
, E1 = (0, 1) , E2 = (1, +∞);

Cevap:

(a) E1 üzerinde düzgün yakınsak, E2 üzerinde noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir;

(b) E1 üzerinde düzgün yakınsak, E2 üzerinde noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir;

(c) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;

(d) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;

(e) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;
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(f) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;

(g) E1 üzerinde düzgün yakınsak, E2 üzerinde noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir;

(h) E1 üzerinde düzgün yakınsak, E2 üzerinde noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir;

(i) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;

(j) E1 üzerinde düzgün yakınsak, E2 üzerinde noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir;

(k) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak;

(l) E1 üzerinde noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir, E2

üzerinde düzgün yakınsak.

(49) Genel terimleri verilen as.ag̃ıdaki serilerin toplam fonksiyonlarının kars.ılarında

yazılı aralıklarda sürekli olduklarını gösteriniz.

(a) un(x) = arctan nx
3√

n4+x
, E = R ;

(b) un(x) = (−1)n

x2+
√

n
, E = [2, 5] ;

(c) un(x) = xe−n
2
x, E = [0, +∞] ;

(d) un(x) = 2n ln(1 + sin( 1
3n+x

)), E = [0, +∞] ;

(e) un(x) = 1
3√n

cos nx, E = [π

3
, 2π

3
] .

(50) As.ag̃ıdaki fonksiyonların tanım bölgelerini bulunuz ve süreklilik durum-

larını inceleyiniz.

(a) f(x) =
∞
∑

n=1

lnn
x

n2 ; (b) f(x) =
∞
∑

n=1

e−n
2
x
2
cos nx .
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(51) As.ag̃ıda verilen f fonksiyonunun D(f) tanım bölgesini bulunuz ve onun

D(f) üzerinde türevlenebilir oldug̃unu gösteriniz.

(a) f(x) =
∞
∑

n=1

(−1)n

n+x2 ; (b) f(x) =
∞
∑

n=1

x3e−nx ;

(c) f(x) =
∞
∑

n=1

cos nx

n
5
2

; (d) f(x) =
∞
∑

n=1

sin nx

n2 ln2(n+1)
.

Cevap:

(a) D(f) = R ; (b) D(f) = [0, +∞) ;

(c) D(f) = R ; (d) D(f) = R .

(52) f(x) =
∞
∑

n=1

e−n
2
x fonksiyonunun E = (0, +∞) üzerinde istenilen mer-

tebeden türevlenebilir oldug̃unu gösteriniz.

(53) f(x) =
∞
∑

n=1

e
−nx

1+n2 fonksiyonunun E1 = [0, +∞) üzerinde sürekli ve E2 =

(0, +∞) üzerinde türevlenebilir oldug̃unu gösteriniz.

(54)
∞
∑

n=1

arctan( x

n2 ) serisi R üzerinde terim terime türevlenebilir midir?

Cevap: Evet.

(55) As.ag̃ıdaki serilerin kars.ılarında yazılı aralıklarda terim terime integral-

lenebilir olduklarını gösteriniz ve sonuc.ta elde edilen sayısal serileri bu-

lunuz.

(a)
∞
∑

n=1

cos nx

n!
, E = [1

5
, 5] ; (b)

∞
∑

n=1

(x−3)n

n5n
, E = [−1, 6] ;

(c)
∞
∑

n=1

sin nx

2n
, E = [2, 3] .

Cevap:

(a)
∞
∑

n=1

1
nn!

(sin 5n − sin n

5
) ; (b)

∞
∑

n=1

1
n5n

3n+1−(−1)n+1

n+1
;

(c)
∞
∑

n=1

1
n2n

(cos 2n − cos 3n) .

(56) As.ag̃ıdaki kuvvet serilerinin yakınsaklık aralıklarını bulunuz.



1190 Fonksiyon Diziler ve Seriler

(a)
∞
∑

n=1

(
√

nx)n ; (b)
∞
∑

n=1

x
n

n2 ;

(c)
∞
∑

n=1

2n

n!
xn ; (d)

∞
∑

n=1

x
n

ln4
n

;

(e)
∞
∑

n=1

(n+1)
n

3 x
2n

n!
; (f)

∞
∑

n=1

(1 + 1
n
)n

2
xn ;

(g)
∞
∑

n=1

x
n

2 [[ log2 n ]] ; (h)
∞
∑

n=1

n
3(x+4)2n+1

(n+1)!
;

(i)
∞
∑

n=1

[1+(−1)n5]n√
n2+1

(x + 1)n ; (j)
∞
∑

n=1

(−1)n

n2−1
;

(k)
∞
∑

n=1

5n
2
(x + 2)n

2
.

Cevap:

(a) E = {0} ; (b) E = [−1, 1] ; (c) E = R ;

(d) E = [−1, 1) ; (e) E = R ; (f) E = (−1
e
, 1

e
) ;

(g) E = [−1, 1) ; (h) E = R ; (i) E = (−5
6
, 7

6
) ;

(j) E = [0, +∞] ; (k) E = (−11
5
,−9

5
) .

(57) As.ag̃ıdaki kuvvet serilerinin yakınsaklık yarıc.aplarını ve yakınsaklık

aralıklarını bulunuz.Aralıkların uc. noktalarında serilerin yakınsaklık

karakterini inceleyiniz.

(a)
∞
∑

n=1

(2n−1
3n+2

)n(x + 2)n ; (b)
∞
∑

n=1

√

n4+3
n3+4n

(x + 2)n ;

(c)
∞
∑

n=1

5n+(−3)n

n+1
xn ; (d)

∞
∑

n=0

3n(n3 + 2)(x − 1)2n ;

(e)
∞
∑

n=1

(x+3)n
2

nn
; (f)

∞
∑

n=1

(1+2 cos( nπ

4
))n

x
n

ln2(n+1)
;

(g)
∞
∑

n=1

(a
n

n
+ b

n

n2 )x
n(a > 0, b > 0); (h)

∞
∑

n=1

(−1)n−1( 2n(n!)2

(2n+1)!
)α(x − 1)n .

Cevap:

(a) R = 3
2
, E = (−7

2
,−1

2
). x = −7

2
ve x = −1

2
ic.in ıraksaktır;

(b) R = 1, E = (−3,−1). x = −3 ve x = −1 ic.in ıraksaktır;

(c) R = 1
5
, E = (−1

5
, 1

5
). x = −1

5
ic.in kos.ullu yakınsak, x = 1

5
ic.in

ıraksaktır;


